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Mathematik – Reifeprüfungsvorbereitung

Unterstützung für Repetitorien vor der Reifeprüfung (Aufgaben Probeklausur 2013; 2.2.2014)

Einige Zeit vor der Reifeprüfung stellt sich die Frage, wie man Aufgabenstellungen aus dem Unterricht wiederholen soll. Hier wird im Sinn einer aktiven Wiederholung vorgeschlagen, zu jeder Aufgabe Materialien aus dem Internet zu suchen, um ohne Unterstützung von Vortragen​den noch einmal wesentliche Gedankengänge und Lösungsalgorithmen in Erinnerung zu rufen.

.

Herangezogen wird die Probeklausur des BIFIE für die AHS – Mathematik vom Mai 2013 (Aufgaben beiliegend).

Aufgabe 1/1: Weg – Zeitdiagramm, Geschwindigkeiten

Ein Weg – Zeit – Diagramm ist aufgezeichnet. Daher gibt man im „Google“ ein: Weg-Zeit-Dia​gramm, Geschwindigkeit. 

Als erstes meldet sich „frustfrei–lernen.de“, ein recht brauchbares Portal: 

Dort findet man  v= s:t = s / t (das Divisionszeichen ist eher ungewohnt!); Geschwindigkeit ist Weg durch Zeit; ein gut durchschaubares Beispiel und ein Video, wo die Dinge gut erklärt werden (die Werbung am Beginn muss man halt erdulden!).

In der Mathematik und in der Physik werden Weg-Zeit Diagramme behandelt. Dabei handelt es sich um eine grafische Darstellung des Weges bzw. der Strecke und auch der Zeit in einem Koordinatensystem. Beispiel: Die folgende Grafik zeigt solch ein Diagramm, bei dem Weg und Zeit für die Fahrt eines Autos auf einer Autobahn dargestellt sind. Wir haben dabei einen konstanten Anstieg, denn der Wagen fährt in diesem Fall immer gleich schnell. Dazu gleich mehr, erst einmal jedoch das Weg-Zeit-Diagramm.
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Damit gehen wir nun in die Formel zu Berechnung der Geschwindigkeit. Diese lautet:   v = s : t

Aus dem Weg-Zeit Diagramm können wir zum Beispiel einen Weg von 3m bei einer Zeit von 2s ablesen. Damit erhalten wir die Geschwindigkeit zu  v = 3m : 2s = 1,5m/s     (typischer Text aus frustfrei-lernen.de)

Damit hat man genügend Informationen, um loszulegen:

1. Im ersten Intervall bedeutet das: 30 m / 1,5 s = 20 m/s, also vD.

2. Im zweiten Zeitintervall wird kein Weg zurückgelegt; also v = 0/1,5 = 0 m/s (Antwort vA). Diese Antwort fällt möglicherweise am Anfang schwer (kein Weg zurückgelegt), aber in der Mathe​matik sind die „Grenzfälle“ genau so wichtig wie die einfach berechenbaren Fälle! 

3. Im dritten Intervall geht es rasch dahin: v = 50/1 = 50 m/s; also vF.

4. Das vierte Intervall bearbeiten Sie sicher gerne selbst (?)

Das Video trifft hier die Aufgabenstellung tatsächlich ziemlich punktgenau: Es wird gezeigt, wie die Grafik abzulesen ist. Die nachfolgende Berechnung der Geschwindigkeit sollte aus der Unterstufe bekannt sein. Ich kann mir daher durchaus vorstellen, dass das Video dabei helfen kann, die vorliegende Aufgabe zu lösen. (Wäre sehr interessant, das einmal an Testpersonen auszuprobieren).

Didaktischer Kommentar: Zu hinterfragen ist, inwieweit das, was hier per Anleitung „gelernt“ wird, in das bestehende Wissen eingeordnet bzw. in analogen Aufgaben umgesetzt werden kann. Es wird im Video einmal der Ausdruck „lineare Funktion“ genannt und im Text darauf verwiesen, dass „konstanter Anstieg“ bedeutet, dass der Wagen „immer gleich schnell“ fährt. Es wäre didaktisch naheliegend, diesen Anstieg gleich in der Grafik auszuweisen: Man hätte damit gleich ein Beispiel für den mathematischen Begriff „Anstieg einer linearen Funktion“ (( Vernetzung mit bzw. Festigung des bereits bestehenden Wissens) und gleichzeitig – ohne Formel und Rechnung – das Ergebnis durch direktes Ablesen der Grafik.

Kritisch zu hinterfragen ist daher, inwieweit mit solchen punktuellen Hilfestellungen ein systematischer Kompetenzaufbau gefördert wird. Oder anders gefragt: Wie weit reicht hier die Analogie? Könnte man etwa mit dem hier Gelernten eine „analoge“ Aufgabe zum Handytarif lösen? Gilt die hier verwendete Formel auch für nicht lineare Graphen? Die hier gegebenen „Erklärungen“ bieten dafür keinerlei Anhaltspunkte.

Aufgabe 2/1: Monotonie der Funktion f(x) = x2 – 2.x +3

Monotonie klingt „fad“; man zieht wieder den Google heran und gibt „Monotonie von Funktionen“ ein (damit Google etwas Vernünftiges findet, muss man ein mathematisches Stichwort eingeben – daher „Monotonie von Funktionen“).

Nachdem wir mit „frustfrei–lernen.de“ schon oben Erfolg hatten, nimmt man gleich wieder den zweiten vorgeschlagenen Link: Dort wird erklärt, was (streng) monoton steigend und fallend bei Funktionen bedeutet. Das Video ansehen, ist empfehlenswert (wenn man die Werbung mit der Milka-Kuh überstanden hat – darum ist das Portal auch kostenlos!). Denn hier werden die obigen Begriffe mit der Symbolsprache in Übereinstimmung gebracht: z.B. wird „monoton steigend“ definiert als: Wenn x1 < x2, dann ist f(x1) <= f(x2).  

Leider reicht uns das noch nicht: In den Lösungsvorschlägen ist eine Ableitung f`(x) und eine zweite Ableitung f“(x) angeführt. Daher geben wir in Google ein: „Monotonie, Differential​quotient“. 

„Mathe-online“ meldet sich als erster Link, ein sehr gutes österreichisches Mathematikportal; Georg Kreuzhuber erklärt uns, dass wir bezüglich des Monotonieverhaltens von Funktionen nur die Abteilung betrachten müssen: f`(x) > 0 für monoton steigend, f´(x) < = 0 für monoton fallend und f´(x) = 0 für gleichbleibend (dort sind auch die Extremwerte, aber das nur nebenbei).

	Definitionen zur Monotonie 
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	Für eine Funktion an im Bereich zwischen x1 und x2 gilt:

- Ist der Betrag der Ableitung der Funktion in diesem Intervall

(oder an einer Stelle x) groß, ist sie dort steil.

-Ist f ‘(x) > 0, ist die Funktion dort “streng monoton steigend“

-Ist f ‘(x) >= 0, ist die Funktion dort “ monoton steigend“

- Ist f ‘(x) < 0, ist die Funktion dort “streng monoton fallend“

- Ist f ‘(x) <= 0, ist die Funktion dort “monoton fallend“

- Ist f ‘(x) = 0, ist die Funktion dort “konstant“ 
Typischer Text aus mathe-online.at


Jetzt ist die Aufgabe gut lösbar: f“(x) > 0 ist ein für die Monotonie nicht relevantes Kriterien, kann also gar nicht angekreuzt werden. 

Nun bildet man einmal die Ableitung der Funktion: f`(x) = 2.x - 2 (wenn man das nicht (mehr) weiß, findet man es auch im „mathe-online“ – Beitrag). Für f´(2) ergibt sich 2.2-2 = 2 also > 0; für f`(3) ergibt sich 2.3 – 2= 4, auch > 0. Die angegebene Funktion ist also im Intervall [2, 3] streng monoton steigend. Daher wird in (1) der dritte Passus und in (2) der zweite Passus hinge​schrieben. Die Antwort also lautet:
Die Funktion f ist im Intervall [2, 3] streng monoton steigend, weil für alle x aus [2, 3] f`(x) > 0 gilt.

Aufgabe 3/1: Halbwertszeit eines Medikaments (D(t) = D0 * 0,9659t ; Achtung: Das „t“, die Zeit, übersieht man leicht; es ist aber essentiell für eine Exponentialfunktion; das sollte man übrigens wissen!). Die Zeit t wird laut Angabe in Stunden h gemessen. Daher Eingabe in Google: „Halb​werts​zeit von Exponentialfunktionen“ 

Als erstes kann man sich einen „You-tube-Film“ mit Stephan Müller ansehen, der die Sache halbwegs gut erklärt. Allerdings ist es sicher schwierig, den Zusammenhang zwischen Y(t) = A*exp(-lambda*t) und D(t) = 0,9659t zu erkennen. 

Eine gute und ausführliche Herleitung der Exponentialfunktion ist unter zu finden: http://www.youtube.com/watch?v=plmnJEM6G0k.  

Dann kommen eine Einträge, die nicht so übersichtlich sind und als 6. Link landet man bei http://www.brinkmann-du.de/mathe/gost/efkt_01_02.htm, wo eine ähnliche Aufgabe vorgerech​net wird. 

Beispiel: Die Variable y gibt die Anzahl der Bakterien an.
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Nun besteht die Aufgabe darin, den funktionalen Zusammenhang 

in Form einer Funktionsgleichung f(x) zu bestimmen.


Alle 20 Minuten verdoppelt sich die Anzahl der Bakterien. Wir müssen 

also die vorhandene Anzahl nach jeweils 20 Minuten mit 2 multiplizieren. 
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[image: image7.png]Wir machen folgenden Ansatz: f (x) = 2*




Dabei ist f(x) die Anzahl der Bakterien und x die Zahl der Minuten.

Bei dieser Funktionsgleichung würde sich die Bakterienzahl jede Minute verdoppeln. Durch Überlegung gelangen wir zu folgender Funktionsgleichung, die den Sachverhalt richtig beschreibt:
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Man nimmt den Ansatz, der schon angegeben ist:

Halbwertszeit ist die Zeit, wo D(t) = D0/2 ist, also  D0/2= D0 * 0,9659t; daraus folgt: ½ = 0,9659t ;

Wie oft muss also 0,9659 mit sich selbst multipliziert werden, um 0,5 (= ½) zu ergeben? 

0,9659 ist eine Zahl nahe bei 1, daher wird es schon einige Zeit dauern; wenn wir beispielsweise 3 mal 0.9659 * 0,9659 * 9,9659 multiplizieren (= 0,901), sind wir noch weit von 0,5 entfernt. Wie oft muss die Berechnung ausgeführt werden, um auf 0,5 zu kommen? Kann man hier schätzen?

Dankenswerterweise gibt es eine Berechnung, die rasch zu einem Ergebnis führt: Man logarithmiere die Gleichung und „holt damit das t von der Hochzahl auf die Basis“ herunter:  

ln(0,5) = t * ln( 0,9659) und dann t = ln(0,5) / ln(0,9659); das gibt ungefähr 20 Stunden.

Man sollte beim Formelumwandeln mit Exponentialfunktionen halbwegs sicher sein; das muss man trainieren! Die bisher schwierigste Aufgabe, sowohl was das Suchen als auch das Berechnen betrifft!

Aufgabe 4/1: Lagebeziehungen zweier Geraden

Es sind zwei Geraden, eine in Parameterform und eine in der Normalform gegeben. Die Umwandlung der beiden Formen untereinander wäre am beginn ganz nützlich. Daher gibt man in den Google „Parameterform und Normalform einer Geraden“ ein:

Matheonline weiß sofort

http://www.mathe-online.at/materialien/hannah.theil/files/Testpfad/Die_Geradengleichung.pdf
und gibt uns auch ein Beispiel; auch die Normalvektorform ist interessant – man braucht sie bei der Frage, in welcher Lage zueinander die beiden Geraden in der Ebene sind. Der grün geschriebene Satz hilft uns weiter, wenn h gleich -1*x + 2*y = 1 ist.     

Die analytische Hauptform der Geraden ist y = x/2 + ½ (einfache Äquivalenzumformung);

die Steigung ist also ½, der Ordinatenabschnitt d = ½; 

die Parameterform der Gleichung h lautet also:  (x, y) = (0, ½) + t * (2, 1)   (Vektoren transponiert geschrieben).

Nun haben wir den Richtungsvektor von h = (2,1) und von g = (-1,2). Diese beiden stehen normal aufeinander: Wenn die beiden Vektoren multipliziert werden, ergibt sich (-1, 2)*(2, 1) = 0 (inneres Produkt zweier Vektoren) – und damit stehen sie senkrecht aufeinander.

Schließlich sind der Richtungsvektor von g (= (-1,2) und der Normalenvektor von h (= (-1,2) parallel zueinander. Also stehen die Geraden g und h normal aufeinander, weil der Richtungsvektor von g zum Normalvektor von h parallel sind. 

Der Punkt P =(1|1) liegt übrigens auf beiden Geraden (bitte Nachprüfen), das ist aber hier in Zusammenhang mit (1) nicht gefragt!  

Aufgabe 5/1: Frauen und Männer 

Was soll man hier suchen? Die Aufgabenstellung sagt nichts über die verwendete Mathematik aus. Es geht um „Hausverstand“. Ein Versuch kann nicht schaden:

y ist die Anzahl der Männer, x die Anzahl der Frauen im Betrieb.

5.1. Die Anzahl der Männer ist um 94 größer als die Anzahl der Frauen; y ist also größer als x. Daher kann bei einer Differenzbildung bei der Auswahl in den Kästchen nur y-x = 94 stehen; die Umkehrung wäre ja negativ (x-y = - 94).  

5.2. Nun sind im Betrieb dreimal so viele Männer wie Frauen angestellt. Vorsicht, es geht um die Anzahl. Bei einer Gleichung muss „Ausgewogenheit“ herrschen; daher steht die Anzahl der Männer auf einer Seite und dreimal die Anzahl der Frauen auf der anderen: y = 3 * x. Also die dritte Lösungsmöglichkeit. 

Übrigens gibt es viel didaktische Literatur über die „Person-Anzahl-Verwechslung“ bei derartigen Aufgaben: Man darf nicht die Personen im Auge haben – 3 mal so viele Männer, also 3* y = …, sondern muss die Anzahl gleichsetzen, also „ausbalancieren“; dann kommt man auf das richtige Ergebnis! 

Aufgabe 6/1: Graphen von Polynomfunktionen

Eine Zuordnungsaufgabe. Man muss wissen, was eine Polynomfunktion dritten Grades ist. Dazu bemüht man wieder den „Google“ mit „Graphen von Polynomfunktionen“, der sofort zu www.klassenarbeiten.de  „Abiturwissen Mathematik“ führt; da ist man richtig und es kommt bei „Tatsache 4“ sofort die Darstellung von Polynomfunktionen zweiten, dritten und vierten Grades; 

Tatsache 4
Überblick über Graphen von Polynomfunktionen:
4.1 Parabeln
4.2 Funktionen dritten Grades
4.3 Funktionen vierten Grades
4.1 Parabeln f(x) = ax² + bx + c
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Durch Änderung von a wird die Parabel enger (IaI > 1) oder weiter (IaI <1)
das Vorzeichen bestimmt, ob die Parabel nach oben (a > 0) oder nach unten (a < O) geöffnet ist.

4.2 Funktionen dritten Grades f(x)= ax³ + bx² +cx + d 
Verhalten im Unendlichen:
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Unterschiede in Art und Anzahl der Nullstellen:
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Graphen dritten Grades haben mindestens 1 und höchstens drei Nullstellen.
4.3 Funktionen vierten Grades f(x) = ax4 +bx³ + cx² +dx + e
Verhalten im Unendlichen:
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Unterschiede in Anzahl und Art der Nullstellen:
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Das sind natürlich noch lange nicht alle Möglichkeiten.

Damit sind die Aufgabenersteller rasch entlarvt: Polynomfunktionen dritten Grades sind unsym​metrisch und haben (meist) ein Minimum und ein Maximum (nicht zwei Minima). Also zählt der erste Graph, der dritte (ja, auch umgekehrt geht’s – warum?) und der vierte Graph. Die Graphen 2 und 5 sind offensichtlich Polynomfunktionen vierten Grades!   

Zusatzfrage: Gibt es für die Charakteristik von Polynomfunktionen dritter Ordnung eine Erklärung mittels Dif​fe​ren​tialrechnung, warum zwei Extremwerte und mindestens eine Nullstelle vorliegen? Ist übrigens eine schöne Übersicht von „Funktionsklassen“; die Webadresse sollte man sich mer​ken!

Didaktischer Kommentar: Mit Hilfe der im Web dargestellten Graphen sollte es ohne weitere mathe​matische Kenntnisse möglich sein, die Graphen dritten Grades zu identifizieren und von den Graphen vierten Grades zu unterscheiden.

Wie wäre es mit diesem?
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Das angeführte Verhalten im Unendlichen würde zwar auch das entscheiden, aber die Graphen sind nun einmal nur in einem endlichen Ausschnitt darstellbar. Eine rein optische Abgleichung mit den Webvorlagen ist hier nicht mehr möglich; man braucht charakteristische Eigenschaften bzw. Kriterien, und die bekommt man unter anderem aus der Differentialrechnung: Eine Polynomfunktion dritten Grades hat

· mindestens eine Nullstelle. Das hilft hier leider nicht!

· entweder zwei Extremstellen oder keine Extremstelle. Rein intuitiv wird dadurch die oben dargestellte Funktion ausgeschlossen.

· genau eine Wendestelle. Das ist hier brauchbar: Die obige Kurve hat (mindestens) zwei.

Anmerkung am Rande: Existenzaussagen sind hier nur bedingt brauchbar, da wie gesagt Graphen immer nur in einem endlichen Ausschnitt darstellbar sind. Daher ist das zweite Kriterium nicht wirklich anwend​bar. Ich sehe nur eine Extremstelle, aber es könnte natürlich irgendwo noch eine zweite geben. Derartige Überlegungen sind vor allem bei aufgaben mit Begründungen für die Aufgabenersteller heikel. 

Anmerkung zum Zuordnungsformat: Die Zuordnungsrichtung ist offensichtlich Lösungsmenge ( Glei​chung. Tatsächlich muss man hier aber umgekehrt vorgehen: Man sucht nicht zur Lösungsmenge die passende Gleichung, sondern üblicherweise zur Gleichung die dazugehörige Lösungsmenge. Derartige „Kleinigkeiten“ sind mitunter dafür verantwortlich, dass geschlossene Aufgaben allein schon durch das Format schwieriger werden.

Aufgabe 7/1: Boxplot

Die Nettogehälter von 44 Angestellten werden durch das „Kastenschaubild“ dargestellt: Der kleinste Gehalt ist offensichtlich 1.100 €, bei 1.400 € beginnt der „Kasten“, bei 2.100 € endet der Kasten und bei 3.100 € liegt der höchste Gehalt. Das scharfe mathematische Auge war in Aktion. Nun geht es nur noch um die Information, welche Gehälter in der „Box“ liegen; dazu bemühen wir wieder den „Google“ und geben „Boxplot“ ein:

Dann kommt an erster Stelle Wikipedia (http://de.wikipedia.org/wiki/Boxplot ), die Urmutter der Wissensportale: 




	Kennwert
	Beschreibung
	Lage im Boxplot

	Minimum
	Kleinster Datenwert des Datensatzes
	Ende eines Whiskers oder entferntester Ausreißer

	Unteres Quartil
	Die kleinsten 25 % der Datenwerte sind kleiner oder gleich diesem Kennwert
	Beginn der Box

	Median
	Die kleinsten 50 % der Datenwerte sind kleiner oder gleich diesem Kennwert
	Strich innerhalb der Box

	Oberes Quartil
	Die kleinsten 75 % der Datenwerte sind kleiner oder gleich diesem Kennwert
	Ende der Box

	Maximum
	Größter Datenwert des Datensatzes
	Ende eines Whiskers oder entferntester Ausreißer

	Spannweite
	Gesamter Wertebereich des Datensatzes
	Länge des gesamten Boxplots (inklusive Ausreißer)

	Interquartilsabstand
	Wertebereich, in dem sich die mittleren 50 % der Daten befinden. (Liegt zwischen dem 0,25- und dem 0,75-Quartil.)
	Ausdehnung der Box


Man erkennt nach raschem Durchlesen: Die Box geht vom 1. Quartil (25%) bis zum 3. Quartil (75%) und enthält auch den „Median“ (= oder Zentralwert, mittlerer Wert der Nettogehälter, der in der Aufgabe bei 1.700 € liegt). Die „Antennen“ oder „Whiskers“ reichen bis zum niedrigsten Gehalt (1.100 €) bzw. zum höchsten Gehalt (3.100 €). 

„You tube“ an der dritten Listenposition („Boxplot erstellen“ hat einen grimmigen Herren mit blauem Poloshirt und Bart anzubieten, der aber das mit seinem Beispiel übersichtlich erklären kann!  Die gebrauchten Begriffe sollte man sich merken.

Also:

1. Die erste Antwort ist falsch, da 22 Angestellte genau im Median wären, der liegt aber bei 1700 € und nicht bei 2400 €. 

2. Die zweite Antwort ist auch falsch, da bei 2100 € das obere Quartil erst beginnt und daher nur mehr ein Viertel der Angestellten gehaltsmäßig darüber liegen kann.

3. Die dritte Antwort scheint zu stimmen, da bei 1400 € die Box beginnt und eben dort das 1. Quartil, also 25% = ein Viertel sind. 

4. Die vierte Antwort ist falsch, da der rechte Whisker nur bei 3100 € reicht und darüber kein Nettogehalt mehr zu liegen kommt.

5. Die fünfte Antwort sollte richtig sein (2 aus 5 – Format) und das ist sie auch: Die Box läuft von 1400 € bis 2100 € und enthält die Hälfte der Nettogehälter!

Aufgabe 8/1: Einheitskreis 

Ein wohlgerundeter Einheitskreis (= der Radius dieses Kreises r  ist 1) mit einem Punkt P = (-4/5, 3/5) ist eingezeichnet. Wenn man den pythagoräischen Lehrsatz kennt, könnte man gleich überprüfen, ob der Punkt wirklich am Kreis liegt: x2 + y2 = r2 

also: (-4/5)2 + (3/5)2 = 16/25 + 9/25 = 25/25 = 1  passt!
Aber das war gar nicht gefragt!

Gefragt war, wie groß der sin(alpha) oder sin(phi), wobei „alpha/phi“ der eingezeichneten Winkel ist. Da muss man etwas aufpassen, da der Winkel, wie im Schaubild zu sehen, auf der rechten Seite beginnt (1. Quadrant) und in den zweiten Quadanten herüberreicht! Gibt man in „Google“ „Einheitkreis“, erhält man eine WikipediaSeite http://de.wikipedia.org/wiki/Einheitskreis und sieht sofort die Definitionen am rechtwinkeligen Dreieck: 

Trigonometrische Zusammenhänge:

Liegt ein Punkt [image: image16.png]


auf dem Einheitskreis, dann kann man einen Winkel [image: image17.png]


zu der x-Achse (Abs​zisse) definieren, unter dem [image: image18.png]


vom Ursprung des Koordinatensystems aus gesehen wird. Für die Koordinaten [image: image19.png](p, Yp)



von [image: image20.png]


gilt dann   [image: image21.png]p — COS



, [image: image22.png]Yp =S



und [image: image23.png]Y/ T, = tanyp.




Unter Zuhilfenahme der Beziehungen im rechtwinkligen Dreieck lassen sich folgende Zusammenhänge aufstellen:

[image: image24.png]_ Gegenkathete
Y = hotenuse
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[image: image26.png]: Gegenkathete
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Der Winkel liegt aber nun im zweiten Quadranten, da hilft die „Winkelrose“ von derselben Webseite weiter:




Der sinus (alpha) mit dem Winkel im zwieten Quadranten ist aber positiv:   3/5 / 1 =  0,6.  Der Verlauf des Sinus zeigt, dass er im zweiten Quadraten, also zwischen 90° und 180° oder pi/2 und pi positiv ist, also bleibt +0,6 als gesuchter Wert. 

Jetzt könnte man noch den Winkel „alpha/phi“ ausrechnen (wie?), aber das ist gar nicht gefragt (alpha/phi = 180 ° - ArcSin (0,6)  = 180° - 36,87° = 143,13°). 

Wie groß wären übrigens der Cosinus und der Tangens?  (cos(alpha) = -4/5; tan (alpha) = - 3/5 /4/5 = - ¾ und mit Arctan (-3/4) bekommt man wieder 143,13°.)    

Didaktischer Kommentar: Der Winkel liegt im zweiten Quadranten, und damit kommt man mit der einfachen Definition im rechtwinkeligen Dreieck nicht weiter! Diese ist hier einfach nicht anwendbar, und das könnte einen Neueinsteiger schon etwas irritieren.

Aufgabe 9/1: Quadratische Gleichungen

Quadratische Gleichungen können verschiedene Lösungen haben, wird man im Text aufmerksam gemacht („keine“, „genau eine“ und „zwei“). Man soll nun jeder der vier Lösungen auf der rechten Kästchenseite einer Gleichung zuordnen (genau lesen!). Ganz gut, wenn wir uns über quadratische Gleichungen informieren; Google hilft uns:

Man kommt rasch wieder zu „mathe-online“ und bekommt eine wirklich gute animierte Erklärung, wie man zur Lösungsformel einer quadratischen Gleichung kommt.

Lösungsformel für die Normalform (p-q-Formel)

Bei Vorliegen der Normalform   [image: image28.png]“ +pr+qg=0



    lauten die Lösungen nach der p-q-Formel
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In Österreich ist die Formel als „kleine Auflösungsformel“ bekannt.

Mit dieser ersten Erkenntnis beginnt man die Aufgaben:

1. (x+4)2 = 0 kann ja nur funktionieren, wenn x = - 4 ist. kommt rechts nicht vor; daher keine Lösung. Man hat die Lösungsformel gar nicht gebraucht – etwas enttäuschend.

2. (x-4)2 = 25; die Gleichung wäre umgeformt x2 – 8x – 9 = 0; mit der Lösungsformel ergibt sich

x1/2 = 4+- wurzel (16 + 9) = 4 +- 5 = 9/-1. Auch das kommt rechts nicht vor!

3. x*(x-4) = 0; das ergibt, mit freiem Auge sichtbar, die Lösungen 0 und 4; damit „C“ in das dritte Lösungsmengenkästchen.

4. –x2 = 16 oder x2 = - 16. Es gibt keine reellen x, die quadriert – 16 ergeben, also leere Lösungsmenge. Ins erste Lösungskästchen kommt „D“.  

5. x2 – 16 =0 hat die Lösungen -4 und 4. Also „E“ in das zweite Kästchen.

6. x2 – 8x + 16 =0, endlich wieder die Lösungsformel: x1/2 = 4 +-wurzel (16 – 16) = 4 (zweimal): Damit ein „F“ in das letzte Kästchen.  

Die Lösungsformel allein macht es nicht immer aus. Oft genügt etwas Nachdenken und ein wenig „Spielen“ mit den verschiedenen Möglichkeiten.

Didaktischer Kommentar: Die angeführten Gleichungen sind offensichtlich so gewählt, dass sie auch ohne Lösungsformel, also durch einfaches „Nachdenken“ und „Spielen“ zu lösen sind. An​dernfalls hätte die Aufgabe in diesem Format auch wenig Sinn – eine serielle Rechenaufgabe künstlich verpackt in ein Zuordnungsformat.

Aufgabe 10/1: Geordnete Urliste

Eine sehr realitätsnahe Aufgabe: Der Fernsehkonsum von Kindern wird abgefragt: Eine angeführte Urliste (die die Untersuchungsperson aufnimmt) ist abgebildet. Nun wird nach den statistischen Kenngrößen „Median“, „arithmetisches Mittel“, „Spannweite“ und „Modus“ (oder „Modalwert“) gefragt. Da muss man sich unter „statistische Kenngrößen“ informieren:

Etwas weiß man schon von Aufgabe 7 (der „Median“ ist der mittlere Wert der geordneten Liste (die liegt vor); also ist der „Median“ der 5. Wert der aus 9 Werten bestehenden Liste, also 4.

Nun gilt es die anderen „Kenngrößen der Statistik“ nachzusehen (man kann natürlich auch die Begriffe selbst in „Google“ eingeben). Es meldet sich im ersten Link „mathe-online“ und man vertieft sich wieder in eine österreichische Wertschöpfung (mit einer Excel-Anleitung)

	Mittelwert, Modus und Median 
	[image: image30.png]
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	Berechne Mittelwert, Modus, Median und Spannweite für die Daten "Körpergröße", "Körpergewicht" sowie "Gewicht der Schultasche"! 

Im rot umrandeten Feld findest du eine Anleitung, wie du die Berechnungen in Microsoft-Excel durchführen kannst.

Den Mittelwert berechnet man, indem man zuerst die Summe der Daten bildet und dann durch die Anzahl der Daten dividiert.

Mittelwert =. Stelle den Cursor in die danebenliegende Zelle und klicke dann auf das Icon AutoSumme [image: image32.jpg]


. Nun steht in der Zelle =Summe().  Im nächsten Schritte markiere die Zellen B4 bis B32 (hier stehen die Daten). Der Zelleneintrag hat sich geändert. Nun steht in der Zelle =Summe(B4:B32). 

Stelle nun deinen Cursor hinter diesen Eintrag in der Eingabezeile und dividiere durch die Anzahl deiner Daten, indem du /29 eingibst. Der Eintrag sollte nun lauten: =SUMME(A2;A29)/29. 

Bestätige mit Return. Dieser Vorgang liefert das Ergebnis für die durchschnittliche Körpergröße einer Schülerin/eines Schüler der 3A-Klasse: 162,1 cm.

Der Modus oder Modalwert ist der häufigste Wert in einer Liste. Suche die Körpergröße, die am häufigsten vorkommt und trage diesen Wert in deinen Datenliste-File ein.

Der Median ist der mittlere Wert in einer geordneten Liste. Wie lautet dieser Wert? Trage diesen Wert in deinen Datenliste-File ein.

Die vierte Kenngröße, die du bestimmen sollst, ist die Spannweite. Die Spannweite ist die Differenz zwischen größtem und kleinstem Wert deiner Liste.


Alle Definitionen sind vorhanden. Daher gleich zur Beantwortung der Fragen:

1. Der Median (mittlerer Wert) rührt sich nicht von der Stellen, wenn Fritz 3 Fernsehstunden hat. Die Mitte bleibt erhalten. Daher kein Kreuz. Der „Median“ reagiert nicht auf einzelne Ände​rungen, wenn sich die Mitte nicht verschiebt!

2. Der „Mittelwert“ oder das „arithmetische Mittel“ ist zu berechnen: Summe / Anzahl = 37/9 = 4.1 Der „Median“ ist 4, also knapp kleiner als das arithmetische Mittel; Frage bekommt ein Kreuz

3. Die „Spannwerte“ ist die Differenz zwischen größtem und kleinsten Wert sp = 8-2 = 6, keine Rede von 3. Kein Kreuz.

4. Jetzt kommen die oft in der Praxis auftretenden statistischen Annahmen: Wenn Lisa 10 Stunden fernsieht, würde sich das arithmetische Mittel erhöhen. Man rechnet nochmals Summe/ anzahl = 39/9 = 4,33; ja, es erhöht sich um 0,2. Ein Kreuz ist zu machen. Das „arithmetische Mittel“ reagiert auf jeden Datenwert!

5.  Der Modus (oder Modalwert) ist gemäß „mathe-online“ der häufigste Wert der Liste, also 5. Keine Rede von 8. Ist falsch – kein Kreuz!

Werden also Daten geändert, bleibt der „Median“ gleich, wenn die Mitte gleich bleibt, der Modalwert ändert sich nur bei Änderungen des häufigsten Werts und das „arithmetische Mittel“ ändern sich bei jeder Datenänderung! Die Spannweite ändert sich nur mit Änderungen bei kleinsten oder größten Datenwert.

Aufgabe 1/2: Wiener U-Bahn

Bei den komplexeren Aufgaben, wo Grundkompetenzen vernetzt werden, zeigt sich die Methode des „Selber-Lernens“ als nicht so erfolgreich. Hier ist oft nicht klar, wo man beginnen soll und wie die Begriffe zu „isolieren“ sind – beides hängt wesentlich von den Vorkenntnissen ab. 

Bei der Aufgabe „Wiener U-Bahn“ wird ein Geschwindigkeits – Zeit- Diagramm (v-t-Diagramm) zwischen den Stationen Donaumarina und Donaustadtbrücke aufgenommen. Die Beschleu​nigung beim Anfahren verläuft quadratisch in t, dann wird gleichmäßig gefahren und schließlich wieder mit einem quadratischen Funktionsverlauf abgebremst.

Man sollte sich zuerst über das Geschwindigkeits – Zeit - Diagramm informieren.

Man findet bei http://www.brinkmann-du.de/physik/sek1/ph10_02.htm etwas über gleichförmig beschleunigte Bewegungen – und kommt bald drauf, dass die v = a* t angesetzt werden. Bei der U-Bahn gehen sie beide Male mit t2. Was tun?

Man verlässt sich auf das Grundwissen und versucht, die Fragestellungen zu verstehen. Die Fragen sind eigentlich mit dem Grundwissen s = v*t, qualitativen Angaben zum Bremsvorgang und einer Formal zur mittleren Beschleunigung (gutes Beispiel unter http://www.leifiphysik.de/themenbereiche/geradlinige-bewegung/lb/beschleunigte-bewegungen-mittlere-und-momentane-0 durchaus zu beantworten.

	Mittlere Beschleunigung
In der Physik wird die Beschleunigung etwas kompakter und in Anlehnung an die Definition der Geschwindigkeit festgelegt:

mittlere Beschleunigung =Geschwindigkeitsänderung durch dafür benötigte Zeit 
a  = (ve –vw) /(te –ta) ⇒[a]=[Δv]/[Δt] =1m /s /s =1m /s2 
Hinweis:
Nimmt die Geschwindigkeit im betrachteten Zeitraum ab, so wird Δv negativ und damit auch die mittlere Beschl..
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Dazu gibt es nun mehrere Fragen: 

Frage a.1:

1. Erster Lösungsweg:

Zu berechnen ist die Länge des Weges, den die U-Bahn im Zeitintervall [15, 50] zurücklegt, also bis vor dem Abbremsvorgang. Man kann auf die Erkenntnisse der ersten Aufgabe 1.1 zurückgreifen (die Geschwindigkeit ist konstant):

Weg s2 = 18 * t = 18*35 = 630 m

(War nicht gefragt: s1 + s2 = v1 * t + v2 * t = 0,08*tm2 *t + 18 * t = 0,08* 7,52 *15+ 18*35 = 697,5 m) 

In der Geschwindigkeitsformel wurde eine mittlere Zeit tm mit 15/2 angenommen. Eine exakte Berechnung würde ein Integral erfordern. Siehe Punkt 5.

Frage a.2: Jetzt der Bremsvorgang: s3 = (18 – 0,14*(tm - 50)2) * t =  (18 – 0,14*(56 – 50)2)*11,34 = 147 m

Bremsvorgang mit Verzögerung 0,2; s4 = (18-0,2*36)* 11,34 =  122,5 m  Bremsweg im Fall 2 ist kürzer, Zug kommt rascher zum Stillstand. 

Auch hier wurde eine mittlere Zeit von 11,34/2 angenommen! Auch hier würde ein Integralansatz zur exakten Lösung führen!

2. Lösungsweg – der ist intuitiver, mathematischer und braucht daher keine kinematischen Vorkenntnisse:

Gegeben ist die Grafik UND der Funktionsterm. Es geht um eine quadratische Funktion des Typs   [image: image35.png]v(t) =a(t—b)*+c



, 

und die Frage ist, wie sich diese Funktion mit a verändert. Angenom​men, man weiß sehr wenig über quadratische Funktionen. Auf die Google-Eingabe „Quadratische Funktionen“ kommt man gleich beim ersten Eintrag auf Wikipedia.

Hier wird gleich zu Beginn der Parameter a der allgemeinen quadratischen Funktion [image: image37.png]f(x)=ax?+bx+c



 in seiner Wirkung auf die Form des Graphen dargestellt: 
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             Spiegelung bei Vorzeichenwechsel a 


          Stauchung bei [image: image41.png]lal <1





     Streckung bei [image: image44.png]la] > 1



 

Eine mögliche Unsicherheit kann sich noch daraus ergeben, dass meine quadratische Funktion nicht die Standardform hat. Ein kurzer Blick auf den Abschnitt „Scheitelpunktsbestimmung“ hilft da sofort weiter: 

In [image: image46.png]fX)=a-(x—x)*+y,



 erkennt man direkt die Form der gegebenen Geschwindigkeits​funk​tion. Damit kann ich auch die beiden anderen Parameter identifizieren und interpretieren.

Ergebnis: Die Kurve wird steiler, die Geschwindigkeit nimmt rascher ab, d.h. der U-Bahnzug bremst stärker ab und damit wird der Bremsweg kürzer. 
b.1. Mittlere Beschleunigung a (0, 15) = (v1(15) – v1(0))/(15-0) =  18/15 = 1,2 m/s2 
b.2. Die Geschwindigkeitskurve hat bei t = 15 einen Knick; d.h. die Anstiegstangente (= a) würde sich sprungartig ändern; die Kurve wäre in diesem Punkt nicht differenzierbar! Im wirklichen Leben ist der Knick abgerundet. 

Exkurs: Die exakte Berechnung des Bremsweges mit dem Integral ist hier nicht gefragt, ist aber eine sehr naheliegende Erweiterung / Ergänzung / Vertiefung / Querverbindung, was gerade bei der Ver​wendung der Aufgabe als Übungsaufgabe (vor der Reifeprüfung) ganz wichtig wäre! 

Die exakte Berechnung des Beschleunigungs- und Bremsweges ist nur über ein Integral möglich; Link:  http://www.et-juergen.de/Physik/physik_kin1.xml 

	Ungleichmäßig beschleunigte Bewegung

	Bedingung:

[image: image47.png]a=alt)#const.
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Also: s1 = Int (0 bis 15) von v(t) * dt wäre 0,08* t3 /3 =  0,08*153/3 = 90 m

und s3 = int (0 bis 11,34) von v3 (t) dt wäre 18*t – 0,14*t3/3 = 18*11,34 – 0,14* (…) = 

Didaktischer Kommentar zur Frage b.2: Worauf zielt die Fragestellung ab - in der Lösungs​erwartung steht, die Fahrgäste würden „einen zu starken Ruck bei 15 s verspüren“. Nun, wenn ich beispielsweise in Fahrt​richtung sitze, dann spüre ich die Beschleunigung des Zuges als Kraft, die mich an die Sitzlehne drückt. Wenn nun diese Beschleunigung abrupt aussetzt (z.B. Stromausfall), dann fährt der Zug mit annähernd konstanter Geschwindigkeit weiter, und es sorgt gerade das Trägheitsprinzip dafür, dass hier kein „Ruck“ in der Bewegung entsteht. Was ich natürlich merke, dass die Kraft, die mich in der Beschleunigungsphase an die Sitzlehne gedrückt hat, plötzlich nicht mehr da ist, und das wiederum kann unangenehme Empfindungen in diversen inneren Organen auslösen.

Grundsätzlich sind Bewegungen auch realistisch denkbar, deren Geschwindigkeitsverläufe Knicke aufweisen, also nicht differenzierbare Stellen mit entsprechenden Sprungstellen (Unstetigkeiten) in der Beschleunigung. (Man denke an eine Kugel an einem Faden hängend; beim Durchschneiden des Faden wird momentan die Erdbeschleunigung wirksam; oder: Eine Kugel rollt auf der schiefen Ebene bergab und dann in der waagrechten Ebene nahezu gleichförmig weiter; oder: ein geladenes Teilchen wird in ein elektromagnetisches Kraftfeld eingeschossen, etc.)

Aber zurück zur U-Bahn: Ein im Zug stehender Fahrgast muss während der Beschleunigungsphase die auftretenden Trägheitskräfte natürlich irgendwie ausgleichen (Kraft – Gegenkraft). Beim plötzlichen Aussetzen der Kraft kann dann die (eigene) Gegenkraft unangenehm werden.

Aufgabe 2/2: Grippeepidemie 

Anzahl Erkrankter E(t) = a*t3 + b*t2 + c*t + d  (Polynomfunktion vom Grad 3).

„Prozentuelle Änderung“ einer Größe in einem bestimmten Zeitraum? Im Web wird man gleich korri​giert: Meinten Sie „prozentuale Änderung“? Nun, wenn man sich bei „prozentueller Ände​rung“ nicht sicher ist, ist man sich auch nicht sicher, ob „prozentuell“ und „prozentual“ synonym sind. Man vertraut dem Webvorschlag, verfolge also „prozentuale Änderung“ und komme zu einer unüberblickbaren Fülle an Angeboten – nicht überraschend bei so elementaren Dingen. Man wählt also „KHS-Lernhilfe-Prozentuale Veränderung“  http://www.khs-grevenbroich.de/lernhilfe/lh-8-proz-ver.htm.

Klasse 8: Prozentuale Veränderungen
Sehr häufig kommt es in der Prozentrechnung zu prozentualen Veränderungen:

· Preis steigt von 55 € auf 58 €

· Miete steigt von 450 € auf 480 €

· Lohn steigt um 2,7%

· Schülerzahl sinkt um 14%

· 16% Mehrwertsteuer usw.

Eine Schülerzahl steigt von 550 Schüler auf 594 Schüler.

Um wie viel Prozent ist die Zahl gestiegen?
55 Schüler p% 594 Schüler
--------------->
p = 594 : 550 = 1,08
p = 108%

Frage a: Nun kann man die „mittlere Änderungsrate“ berechnen: (E(8) – E(0))/(t2 – t1) und Einsetzen der Angaben aus dem Text: (730 – 10)/(8-0) = 720/8 = 90.

Aussage 1: Das Bezugsmaß für die prozentuelle Änderung fehlt; die prozentuelle Änderung der ersten 8 Tage ist keine konstante Größe.

Aussage 2: Die Erkrankten haben in den ersten 8 Tagen um 720 Personen zugenommen.

Aussage 3: Ausbreitungsgeschwindigkeit bräuchte einen Differentialquotienten

Aussage 4: Am 8. Tag gäbe es E(8) – E(7) Neuerkrankungen.

Aussage 5 stimmt.

Es wird Zeit, mit den Informationen zur Polynomfunktion a, b, c und d auszurechnen (Informationen in der Aufgabe angeführt): 

1. Am Beginn sind 10 Personen erkrankt – ergibt d= 10 (warum?) 

2. Nach einem Tag sind 100 Personen erkrankt - ergibt a + b+ c + d = 100

3. Am 8. Tag sind 730 Personen erkrankt - ergibt E(8) = a*83 + b*82 + c.8 + 10 = 730

4. Am 10. Tag erreicht die Grippewelle ihr Maximum - ergibt E´(t) = 3*a*t2 + 2*b*t + c = 0; also

    E´(10) = 300*a + 20*b + c =0  

5. Am 3. Tag nimmt die Anzahl der Erkrankten am stärksten zu - ergibt E“(t) = 6*a*t + 2*b = 0 

    Mit t= 3 eingesetzt: 18*a + 2*b = 0.

Mit diesen vier Aussagen kann man a, b und c ausrechnen (d = 10 ist schon im Kasten). Dazu muss man Gleichungssysteme lösen können. 

Also: a + b + c = 90; 18a + 2b =0 und 300a + 20b + c = 0; …….

a = 45/64;  b = - 405/64; c = …; d = 10. 

Frage b: Die Angaben wurden überprüft; die vierte Gleichung entsteht durch die 5. Bedingung mit dem Krankheitsmaximum.

Frage c: Am 3. Tag ist laut Angabe die Zunahme der Anzahl der Erkrankten am stärksten; dies lässt sich mit E“(3) = 0 (zweite Ableitung an der Stelle 3) und ergibt eben 18*a + 2*b = 0.

Die progressive Zunahme kann man also mit E“ (t) < 0 bestimmen (Tage 1 bis 3) 

Didaktischer Kommentar: Wikipedia erklärt die „mittlere Änderungsrate“ ganz gut; dass sollte für das Verständnis der 5. Option reichen. Für die Bewertung der restlichen Optionen braucht man zum Teil Hausverstand (Option 2: „Zunahme der Zahl der Erkrankten in den ersten 8 Tagen“, bzw. Option 4: „Zahl der Neuerkrankten am 8. Tag“) und doch auch so etwas wie mathematische Allgemeinbildung. 

Man landet also bei „Prozentrechnung“, und weiß jetzt, dass es bei „prozentualer Veränderung“ um die Berechnung des Prozentsatzes geht. Das kennt man aus der Unterstufe; etwas mühsam ist noch die Übertragung und Rekonstruktion des Terms  [image: image51.png]E(2)-E(0)
E@)



 mit Hilfe der angebotenen Rechnung in den aktuellen Kontext der gestellten Aufgabe. Ich sehe nun, dass dies nicht dem Term [image: image53.png]E(2)-E(0)



 entspricht.

Man erkennt an diesem fiktiven Beispiel sehr gut, was es heißt, eine Grundkompetenz zu „ha​ben“ (hier AN 1.1), und das bedeutet vor allem Vertrautheit mit den Begriffen und deren selbstverständliche und geradezu routinemäßige Handhabung in entsprechenden Situationen. Das erwirbt man mehr durch Einübung und Gewöhnung denn durch punktuelle Erklärungen und Reflexionen bei vereinzelten Anlässen. Gewisse (nicht alle!) Grundkompetenzen sind einfach Grundvoraussetzung dafür, das Web sinnvoll und effizient nutzen zu können. Wenn man diese nicht hat, wird es schwierig.

So bleibt noch der Ausdruck „Ausbreitungsgeschwindigkeit“. Der Hausverstand sagt: die Ausbrei​tungsgeschwindigkeit gibt an, wie schnell sich die Grippe ausbreitet. Dieser Interpretation kommt der Ausdruck [image: image55.png]E(8)—E(0)



 „gefährlich nahe“. Sofern ich überhaupt achtsam bin, brauche ich also auch hier Unterstützung.

Die Websuche ist mühsam – nicht überraschend, da der Begriff aus der Physik kommt. Das Problem ist, dass der Begriff (auch in Zusammenhang mit Epidemien) zwar sehr häufig verwendet wird, eine genaue Definition habe ich jedoch nicht gefunden. Es ist daher wichtig, dass man diesen übertragenen Gebrauch von „Geschwindigkeit“ kennt und mit den entsprechenden Änderungsraten identifizieren kann.

Aufgabe b: Hier nur die Anmerkung, dass die Aufgabenstellung eher gekünstelt ist. Man muss ja im Prin​zip alles nach der traditionellen Methode „verkehrte Kurvendiskussion“ durcharbeiten, um die Frage zu beantworten (so wie Sie das ja auch machen). Aufgabe c ist im Prinzip schon gelöst, wenn man b durch​gerechnet hat.

Fazit: 

Die Idee „Mathe-Selber-Lernen mit Webunterstützung“ ist in mehrfacher Hinsicht interessant, an​regend und aktuell angesichts der grundlegenden Veränderungen im Zuge der neuen Reife​prüfung. Einige Motive dazu:

· Zunächst einmal die geradezu unüberschaubare Fülle an Materialien, in der sich auch qualitativ Hochwertiges findet.

· Die Standardisierung der Zielvorgaben eröffnet unmittelbar alternative Wege und Mög​lichkeiten, diese Zielvorgaben zu erreichen. Es wird daher in Zukunft nicht mehr aus​schließlich durch den Klassenunterricht bestimm, ob und wie man die Matura macht.

· Damit haben sich auch die Rollenbilder Lehrer – Eltern – Schüler grundlegend geändert. Schüler und Eltern müssen mehr Verantwortung übernehmen und gegebenenfalls auch Initiativen setzen (Interesse an dem was im Unterricht geboten wird).

· Das setzt wiederum voraus, dass man das, was bei der Reifeprüfung verlangt wird, halbwegs einschätzen kann. Eltern sind hier beispielsweise auch im Sinne einer höheren mathema​ti​schen Allgemeinbildung gefordert, um kritisch zu beurteilen und damit auch  mitentscheiden zu können.

Die zentrale Frage ist, wie, unter welchen Voraussetzungen und zu welchen Zwecken können und sollen die Ressourcen genutzt werden. Dazu – eher ungeordnet – ein paar Einschätzungen:

Die Methode ist sicher hilfreich als Ergänzung zu Unterricht, 

· als Anregung und Motivation

· bei  individuellem Nachholbedarf

· als Kompensation bei nicht optimalem Unterricht

· als Anreicherung des Unterrichts

· als Wiederholung bzw. Vorbereitung auf die Reifeprüfung

Die Beschäftigung mit Testaufgaben erscheint mir dagegen als primärer Zugang nicht geeignet, wenn es darum geht, (Grund-)Kompetenzen aufzubauen. Die Behandlung punktueller Fragen beim Bearbeiten von Testaufgaben wird kaum zum Aufbau eines systematisch zusammenhängenden Grundgerüstes beitragen, was aber genau im Sinne von Kompetenzentwicklung unverzichtbar ist. Das zeigen auch die Web-Recherchen: Gewisse Grundkompetenzen sind hier eher die Voraussetzung, um sich einigermaßen zurechtzufinden. Das beginnt mit der Eingabe der „richtigen“ Suchbegriffe und endet bei der Qualitätsprüfung des jeweiligen Beitrages.
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